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SERIE 1 


Exercice 1 : Les operateurs A, avec (i = 1, • 

■ • ,6), sont definis comme suit 


A^j(x) = [ij.>(x)} 2 , 

A 4 ip(x) — x 2 ij)(x ) 

(1) 

J s dip(x) 

A ^{x)= 

A^(x) = sin(^(x)) 

(2) 

A‘s'ip(x) = I ^(x')dx\ 

J a 

- . cPili(x) 

A ‘* {x)= i x* 

(3) 


1- Lesquels sont lineaires? 

2- Lesquels sont hennitiques (auto-adjoints)? 

Exercice 2 : A, A\, A 2 etant des operateurs lineaires, demontrer les relations suivantes : 


(A 1 A 2 y = AlA\, (Ai +i 2 ) t = i t 1 + 4 (4) 

(i n ) f = (A t ) n , n € N (5) 

Exercice 3 : A Linstant t = 0, on considere un paquet d’onde ^(x,0) a une dimension, de 
position inoyenne xq et d’iinpulsion moyenne defini par 

0) = - x 0 ), f(x) = Ce~f^ (6) 


La transformer de Fourier de / a pour expression : 

1 P+oo 

f =vmL c ^ nx)ix 


C^=e 

Vh 


v 2 * 2 

2fi2 


1- Donner V expression de 'ijj(p. 0) et tracer V allure de |i/;(:r,0)| 2 et 0) 

2- Le paquet d’onde evolue librement done il est decrit par le Hamiltonien 



( 8 ) 


Determiner l’expression de ^{p,t). 

3- Faire V approximation a l’ordre 1 en p de H 


H(p) 


H(p 0 ) + (p-Po) 



(9) 
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pour en deduire 1’expression de il>(x,t) et tracer la courbe de \il>(x,t)\ 2 . 

4- Meine (|uestion que precedemment en poussant le developpeinent jusqu'a l'ordre 2 en p. 

5- Application a un electron (m ~ 10 _3O %) et a un grain de poussiere (m ~ 10 ~ 15 kg). On 
prendra a = 10 _6 m. 

Exercice 4 : Pour decrire une particule confinee sur un cercle Si (par exemple. un electron 
dans un petit fil conducteur circulaire appele fd quantiqne). Tespace de Hilbert est respace des 
fonctions de cane sommable periodiques L 2 (Si). Si le fil est de londueur L. c : est fespace des 
fonctions verifiant: 

xp(x + L) = ip(x) (10) 

Montrer que les fonctions V k deludes par 


1 f 2irx\ 
v t(z ) = TL ^[ik—) 


k € Z 


( 11 ) 


forment une base orthonormee de cet espace. 

Exercice 5 : Montrer que la distribution de Dirac 6 peut etre representee comine la limite 
d’une lorentzienne : 


y{x, e) = 


1 


7T X 2 + £ 2 ' 

II existe d’autres representations possibles : 

1 — |x-| 

5(x) = lim — e * , 

£ — 2 s 


e > 0 


1 -* 2 

S(x) = lim — 


£->o e\fn 


1 sin(-) 
5(x) — lim — 


5(x) = lim — 


£ sin 2 (f ) 


£-M) 7T X ' ' 7T X 2 

Exercice 6 : Soit A un operateur hermitique dont la valeur moyenne est definie par 

(A) = [ %l)*(x)Ai[>(x)dx 


( 12 ) 

(13) 

(14) 

(15) 


Puisque l’operateur et la fonction d’onde peuvent dependre du temps, la valeur moyenne (A) 
sera generaleinent dependante du temps. 

1- Montrer que 


d -f = & + rn^ 


(16) 


ou H = + V(x) est le Hamiltonien du systeme. 

2- Application aux observables x et p dans le cas d une particule sans spin plonger dans un 

potentiel scalaire et stationnaire. Comparer le resultat obtenu aux equations classique de 

Hamilton- Jacobi , , , ,, r/ 

dx ci 1 dpd _ dV(x c \) 

dt m^ cl ’ dt dx c i 

Indication : utiliser la relation suivante 


(17) 


[p, V(x)] = (-ih) 


dV{x) 

dx 


(18) 
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que Foil demontrera lorsque V est un polynome. 

Exercice 7 : Le but de F exercice est de deinontrer le lemme suivante. Si le cominutateur 
de deux operateurs A et B commute avec chacun d’eux 

[A r [A } B]\ = [B,[A,B] 1 = 0 (19) 

on trouve Fidentite de Glauber 

( Mb = c A c b c -\[aM ( 20 ) 

Pour cela. nous allons proceder par les etapes suivants : 

1- Montrer que 

[B. A 71 } = nA™~ 1 [B. A}. (21) 

En deduire 

[ii, e - Ax ] =—mr Ax [B,A\ (22) 

ou x est un parametre. 

2- Considerons Foperateur dependant du parametre x 

f(x) = (23) 

Determiner l’expression de en fonction de A,B.[A.B] et f(x). On integre 1 equation 
differentielle ainsi obtenue, en deduire Fidentite (20). 

Exercice 8 : Soit deux quantites physiques decrites par les operateurs hermit iques A et B. 
1- En ecrivant le cominutateur de A et B sous la forme 


[i, B\ = id 


montrer que C est un operateur herinitique, 

2- Deinontrer la relation d’incertitude de Heisenberg sur ces deux observables 


AA • AB > 


([A,B]) 


( 21 ) 


(25) 
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SERIE 2 


Exercice 1 : On considere un oscillateur harmonique a deux dimensions dont le Hamil- 
tonien est donne par la forme suivante : 


H = 


pI 


2m 2m 


V ^ + -x 2 + 


(1) 


qui peut se separer en deux parties 

U = ll x + fly (2) 

1- Montrer que ll x et II y sent deux operateurs qui commutent. 

2- Definir les operateurs des annihilations et creations relativement a chaque Hamiltonien. 

3- Calculer les relations de commutations entre les operateurs obtenus. 

4- Determiner le spectre d’energie pour chaque Hamiltonien. 

5- En deduire le spectre d’energie pour le Hamiltonien (1). 

6- Etudier la degenerescence du systeme. 


Exercice 2 : Refaire la meme analyse que celle de l’ exercice 1 mais cette fois ci pour un 


oscillateur harmonique a trois dimensions decrit par le Hamiltonien : 


11 


vl 


P 2 y 


P 2 

Fy 


k ^ k « k o 

+ + -i; 2 + -u 2 + -i 2 

2 m 2 m 2m 2 2^ 2 


( 3 ) 


Exercice 3 : Le modele d ’Einstein pour la capacite calorifique des solides est base sur la 
notion de l’oscillateur harmonique a trois dimensions. Ce modele traite done un solide constitue 
de N ions coniine un ensemble de 3N oscillateurs unidimensionnels, identiques (meme masse 
m et constante fc), independants. Un etat stationnaire de ce systeme est un produit tensoriel 
( exercice 2 ) d’etats stationnaires des oscillateurs elementaires, identifie done par leurs nombres 
d’excitation respectifs ni,ri 2 . • • • n § n- Le resultat du modele est presente dans la Figure 1. 

On veut retrouver le resultat presente ci-dessus. Pour cela on utilise l’approche de l’oscillateur 
harmonique dont le Hamiltonien est donne par l’equation (3), qui a pour energies propres 


E n = hu ( n + 


Ti — Tl x -|- Tly + Tl z — 0. 1,2, 


( 4 ) 


Tout systeme en equilibre a la temperature T fluctue. A la temperature nulle, l’atome est dans 
le niveau |0) d’energie le plus bas. Mais a une temperature T plus elevee, il peut etre dans le 
niveau |n), d’energie E n avec la probability est donnee par la loi de Boltzmann 

1 


P n - z e 


-0E n 
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Figure 1: Les valeurs de la chaleur specifique molaire, en calories par mole par dege K (1 calorie 
« 4,18 Joule) sont representees en function de ksT/fojj — l/j3fud. Les ronds represented les 
valeurs experirnentales de la chaleur specifique du diamant. En trait interrompu, les valeurs de 
F expression theorique obtenue a travers le modele d’Einstein. 


ou (3 — avec kg est la constant e de Boltzmann. La constante de normalisation Z est la 
function de partition 

+oo 

z = J2 c ~“ B ’ < 6 > 

n= 0 

1- Montrer que l’energie moyenne du systeme est donnee par 


(E) 


J2 P nEn 

n>0 



coth 



2- Deduire la capacite calorifique molaire 


C(T) = 3 Nk B 


fifrio \ 2 1 

~) S in 2 (&*) 


(7) 

( 8 ) 

(9) 


3- Etudier les limites T <C et T de la capacite calorifique C(T). 

4- Tracer C(T) en function de 


Exercice 4 : A faire chez vous 

Comine deuxieme application de l’oscillateur harmonique, on veut etudier le mouvement dans 
le plan (x,y) d’une particule chargee dans un champ magnetique uniforme B. Pour cela on 
suppose que ce champ est oriente selon l’axe 2 tel que B = Be z . Le Hamiltonien d’une particule 
de charge e dans un champ magnetique est donne par le couplage minimal, en remplagant 
1’ impulsion p par le terme ff —eA: 




( 10 ) 
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ou A est le potentiel vecteur assoc ie a B. En choissant la jauge de Landau pour fixer A tel que 


A = (0, Bx, 0) 


1- Montrer que (10) peut, s’ecrire comme 


pi e 2 B 2 ( . Py \ 

2 m + ^[ X + ^Bj 

2- Montrer que la fonction d'onde de II est separable : 

ip(x, y) — <fi(x)e* Py ' J 

3- Introduisons la frequence cyclotron et la longeur magnetique 


eB 


UJ r = 


m 


1b ~^Jb 


ainsque effectuons le changement x' = x - 'fpy, pour avoir le Hamiltonien (12) comme 

H = ^- + \mulx' 2 
2m 2 

Definir les operateurs d’anniliilation et creation pour ecrire (16) sous la forme suivante : 

H = hu) c ( a) a + - 


( 11 ) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 


(16) 


(17) 


4- Deduire son spectre d’energie. 

5- Supposons que le systerne est fini suivant la direction y, soit disant de longeur L y . En 
utilisant des conditions aux limites periodiques dans cette direction : 


il>(x, y + L y ) = ip(x, y) 

montrer que les valeurs de p y sont quantifies 


‘hrlin 


Py = 


v 


L li 


Tly 0 , 1 ) 2 , 


6- Le flux correspondant a notre systeme de surface S = L x L y est 
degenerescence du systeme est donnee par 


N = 


4> 

4>n 


(18) 

(19) 

BS. Montrer que la 

( 20 ) 


avec <l?o = ^ est le flux unite. 
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SEME 3 


Exercice 1 : On considers une particule dans un etat de moment cinetiquc j -= 1 et soir. u 
an vecteur reel de composantes u x , u y et u z . 

1- On designe par {| <^ m )} la base engendree par les vecteurs propres de J z : 

Jz | (pm) — rn | ''pvt') ( 1 ) 

en unite de h. Soit | \F) le vecteur propre norrne de l’oprerateur J ■ u assoc ie a la valeur propre 
zero. On definit u± par 

u± = u x ± iu y . (2) 

On demande de 

i) determiner les composantes de j '!'} dans la base {| 'p m )}. 

ii) montrer que | #) peut s’ecrire sous la forme : 

I = Uk I k = y> z ( 3 ) 

k 

ou les kets | ipk) sont des combinaisons lineaires des | </?,„). Verifier que les | <pk) sont des 
vecteurs orthogonaux. 

2- Maintenant, on considere la base {| p>k)} et on demande de : 

i) donner les matrices representant les operateurs J*. 

ii) trouver les energies de la particule sachant qu’elle est soumise a des forces qui se traduisent 
par un Hamiltonien de la forme : 

H = J2 A k J k (4) 

k 

ou les Ak sont des constantes reelles. 

On rappelle les resultats suivants : 

J± I <Pj, m ) = [U T m){j ± m 4-1)]* | i). (5) 


E xercice 2 : Une particule sans spin de moment cinetique orbital L se trouve dans un 
etat | Lm) propre et commun a 1? et L z . Cette particule est soumise a un gradient de champ 
elect, rique et dont le Hamiltonien est donne par 

H = % (Ll - U) (6) 
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ou L v et L v sont les composant.es tie L sur les directions ou et ov du plan xoz faisan 



les axes ox et, oz. La quantite ujq est une constante reelle. 

1- Ecrire H en tcrme des cornposant.es L x , L, et, dormer ia matrice represent, ant H dans la 
base {j Lm)}. 

2- Determiner les energies et; les etats stationnaires de la partieule. 

3- - Supposons quo a l’instant t — 0, la partieule est dans l’etat : 



(7) 


i) Quel est l’etat | a un instant t donne. 

ii) Calculer (L z ) dans Let, at ! ’L(O)) et puis dans l’etat j (i)) . 
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